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M. Guillemot-Teissier a caracterise les fonctions Coo a decroissance rapide sur
lR+ par leur distance dans £2(lR+) aux fonctions de Laguerre. Un resultat analogue
est etabli ici, en remplayant £2 par des espaces LP avec poids.

INTRODUCTION

On appelle poids sur IR+ une function definie sur IR+, reelle mesurable et
presque partout strictement positive.

Nous considerons ici, Ia cIasse W des poids w qui satisfont Ies proprietes
suivantes

* w = UV.

* u est une fonction mesurable, periodique, de periode T > O.

* II existe un polynome P non identiquement nul et une constante M
tels que presque partout sur [0, T] on ait

I P(x)I ~ u(x) ~ M. (1)

vest une function mesurable pour laquelle il existe deux constantes positives
A et B et deux entiers positifs ex et fJ tels que, presque partout sur IR+,

A(x + 1)-ex ~ v(x) ~ B(x + 1)13. (2)

Pour p ~ 1 on pose L wP(IR+) = {flfw E U(lR+)}, muni de Ia structure
habituelle d'espace de Banach. La norme de cet espace sera notee: 1lllp.w ou
" lip quand w "'" I : Ilfllp,w = I!fw lip·

Soit ilk l'espace des polynomes d'une variable reelle, a coefficients com
plexes et de degre au plus k.

On pose A k = {g Ig(x) = R(x) e-OJ
/
2, R E ilk}' On a A k C L wP(IR+). Pour

rE Lwp(lR+) on pose dp.w(f, A k ) = infgeAk Ilf - g [Ip.w' On note 9"(lR+)
l'espace des [onctions Ceo a decroissance rapide sur lR+, d6fini de la far;:on
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suivante: ({! E 9'(IR.+) si et seu1ement si, pour tout couple d'entiers positifs
(r, s), Xr({!<sl(X) est borne sur IR.+. 9'(IR.+) est muni de 1a structure naturelle
d'espace de Frechet. Soit S l'ensemb1e des suites a decroissance rapide, c'est
adire l'ensemb1e des suites (un) qui verifient: Pour tout r E N, la suite (nrun)
est bornee.

Nous nous proposons, dans cet article, de demontrer Ie resultat suivant:

THl30lUlME 1. SoU WE W. Pour tout IE Lwp(IR.+), les deux proprietes
suivantes sont equivalentes:

(i) I est egale presque partout aunelonction de 9'(IR.+);

(ii) (dp,w(f, Ak))kEI'\I E S.

FONCTIONS DE LAGUERRE

Nous utilisons les fonctions de Laguerre .9'n definies par:

.9'n(x) = (lIn 1) eZ
/
2(dldx)n (xne-z),

Pour les proprietes generales de ces fonctions, voir [3]. Le systeme {.9'n} est
une base orthonormale de £2(IR+). Rappelons quelques resultats:

* Pour tout (r, s) E N X N, il existe une constante positive C1(r, s)
telle que, pour tout n E N et tout x E IR.+ [2, p. 547]:

I xr2~s)(x)1 ~ C1(r, s)(n + Irs. (3)

* Si g E 9'(IR.+) et si L; an.9'n est son developpement en serie
de Laguerre, alors, (an) E Set, pour tout couple

(r, s) EN x N, L: anxr.9'~s)(x)

converge vers xrg<8l(X) dans £Oo(IR+) [2, pp. 546, 548].

[3, p. 162]. (4)

LEMME 1. Pour tout r EN, il existe une constante C2(r) teUe que, pour tout
nE N,

II x r ~(x)llp ~ C2(r)(n + 1)T+<1/2P)

Demonstration. Puisque [3, p. 100]

x.9'n(x) = (2n + 1) 2 n(x) - (n + 1) ~+l(x) - n.9'n_lx)

i1 suffit de faire la demonstration pour r = O.
Le 1emme 1 de [1] montre que pour tout R EIIn ,

+00 +4n
'
!'f I R(x)I e-z'/2 dx ~ CaI I R(x)] e-z'/2 dx.

-00 _4n'12
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Prenant R(x) = XQ(X2), il vient apres ehangement de variable: pour tout
QEIIlI ,

f
00 f I6(2n+1)

I Q(x) I r xl2 dx :s;; C4 I Q(x)J e-x12 dx
o 0

done, d'apres l'inegalite de Schwarz,

II .Pn 111 :s;; C5(n + 1)112

II resulte de (4) que

II .Pn II~ :s;; II .Pn 111

ce qui termine la demonstration.

QUELQUES INEGALITES UTILES

LEMME 2. Soil I = [a, b] un intervalle borne. Pour tout R EIIn et pour
tout p ~ 1 on a:

II R IILoo(/} :s;; [2(p + 1)J11P (b - a)-lip (n + 1)21p II R IILP(l) .

LEMME 3 (Inegalitede Markov). Sous les memes hypotheses que dans Ie
lemme2,

II R' IILoo(l) :s;; 2(b - a)-l n2 II R IILoo(l) .

Pour les demonstrations de ces deux lemmes, voir [4, p. 236].

LEMME 4. Soil I = [a, b] un intervalle borne, pour tout dEl et pour tout
REll'll' on a:

II R IILoo(/}:S;; 2(b - a)-l (n + 1)211(x - d) R(x)IIL"'(l) .

Demonstration. Soit T(x) = (x - d) R(x). Pour tout x E I il existe eEl
tel que T(x) = T(d) + (x - d) T'(c); c'est a dire R(x) = T'(c). L'inegalite
resulte alors du lemme 3.

LEMME 5. II existe une constante posilive C6 telle que pour tout hE An'
II h 111 :s;; C6(n + 1)11 h II", .

Ceci resulte immediatement du lemme 1 de [1].

THEOIUlME 2. Soit W E W,P ~ 1, (r, s) EN X N. II existe deux constantes
positives C7 et Cs (qui dependent de p, r, s, T, A, P, a) telles que pour tout
n E N et pour tout h E An , on ait:
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Demonstration. Si h = L:,; ai!R;, nous avons L:,; I ai 12 = II h II~ et done
pour tout i ~ n, Iai I ~ [[ h 112' Par suite, d'apres (3)

II xTh(s) II", ~ Ct(r, s)(n + 1)r+s+I/l h /12

et en utilisant l'inegalite de Holder et Ie Iemme 5:

II xTh(s) II"" ~ Ct(r, s) Ci /2(n + ly+s+(3/2) II h II", .

II suffit done de prouver Ie theoreme 2 quant r = s = O. Notons

h(x) = Pn(x) e-x /2 oil Pn EJIn .

Nous allons d'abord estimer h sur [0, n. De (1) et (2) nous tirons:

[I h II p ,w ;? Cg II PnP IILP(o.n .

Soit r Ie degre de P. Appliquons Ie Iemme 2:

II PnP IIL"'(o,n ~ Cto<n + r + 1)2/p II PnP IILP(o,n .

Notons hI' h2 , ... , hs , Ies raeines de P dans [0, T]:

P(x) = (x - hI) ... (x - hs) Q(x)

(5)

oil Q est un polyn6me non nul sur [0, n. En appliquant s fois Ie lemme 4, il
vient alors:

et par suite puisque s ~ r et p ;? 1,

II h IIL"'(o,n ~ Clin + 1)2r+211 h II p ,w .

En partieulier il resulte du Iemme 3 que:

I p~k)(O)1 ~ CI3(k)(n + 1)2k+2r+2 II h IIp,w .

(6)

(7)

On peut eerire : Pn(x) = PiO) + xP~(O) + ... + x"'U(x). D'apres (6) et (7)
on a facilement:

et en utilisant Ie lemme 4:

done:
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Nous allons maintenant estimer h sur [NT, (NT + T)]. II resulte de Ia
definition de w que pour N ?;: 1:

[f
NT+T ]l/P

II h IIp,w?;: NT I Pn(x) e-x /
2P(x - NT) A(x + 1)-<> IP dx .

En utilisant (7) on remarque qu'il existe une constante C16 independante de N
telle que pour chaque k ~ ex:

Alors de I'inegalite de Minkowski, on tire:

(ex + 1) C16(n + 1)2<>+2r+2 II h IIp,w

[f
NT+T ]l/P

?;: NT I X<>(x + 1)-<> U(x) r X
/
2P(x - NT) A IP dx .

Mais, sur [NT, NT + T], (N ?;: 1):

A r Xj2X"(x + 1)-<> ?;: Ae-lNT+T)/2 P(T + 1)-<>.

Done,

[f
NT+T ]l/P

?;: NT I U(x) P(x - NT)IP dx ' e- lNT+Tl/2.

Utilisons Ie lemme 2:

U::+T I U(x) P(x - NT)/p dxtP

x r(NT+TJ/2[2(p + 1)]1/P (n - ex + r + 1)2/P T-I/p

?;: II U(x) P(x - NT)IILoolNT.NT+T) . e-(NT+TJ/2.

Avec les notations deja utilisees pour P:

P(x - NT) = (x - NT - bl ) ... (x - NT - b.) Q(x - NT)

et d'apres Ie lemme 4, applique s fois,

(2In' (n - ex + r + 1)2. II U(x) P(x - NT)IILoo(NT,NT+TJ

?;: II U(x)IILoo(NT NTH)' inf I Q(x)l.. XE[O,T]
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En reeapitulant les inegalites pree6dentes, nous obtenons:

II U II :s::: C (n + 1)2~+2r+2s+2+(2/P) II h II e(NT+Tl/2
L"'(NT,NT+T) '-": 18 P,W

et eomme s ~ r, p ~ 1,

II UIIL''''(NT,NT+TJ ~ C18(n + 1)2~+4r+411 h IIp,w e(NT+TI/
2

•

Nous avons alors pour N ~ 1:

et ron remarquera que la eonstante C18 est independante de N. Done en
utilisant (8) il vient:

et en appliquant (5):

II x"'U(x) e-IJJ / 2 11", :( ClDeT/2(n + 1)5~+4r+(1l/2) II h IIp,w .

Utilisant de nouveau (7) nous obtenons pour tout k :( 01.

et par suite:

ce qui aeheve Ia demonstration.

DEMONSTRATION DU THEoREME 1

Partie direete.

Soit L; an.2'n Ie developpement defen serie de Laguerre. D'apres (1) et (2),

w(x) ~ C21(x + 1)/3

alors, d'apres Ie lemme 1:



APPROXIMATION SUR LA DEMI-DROITE

II resulte de l'inegalite de Minkowski que:

lif - f aj2; II ~ f Iaj I C22(j + 1)8+(1/2).
o p,w n+l

Puisque (an) ESun calcul evident montre que:

197

c.q.f.d.

Partie reciproque.

SoitfE LwP(~+) verifiant (dp.w(f, Ak»keN ES. Soit Qk un polynome tel que
dp,w(f, Ak) = Ilf - Qkrx/21Ip.w' On pose ho(x) = Qo(x) r x/2 et

h;(x) = (Qi(X) - Qi_l(X» r x/2

pour i ~ 1. II est clair que L:: hi converge dans LwP(~+) versf

done,

(9)

D'apres Ie theoreme 2, i1 en resulte que:

Mais (dp,w(f, Ai»ieN E S, done: pour tout couple (r, s) E N X N,
01 xrh~s) 1100)ieN ES. La suite (2:.: hi)neN converge done uniformement sur ~+

vers une fonction g et pour tout couple (r, s) E N X N, la suite (2:.: xrh~s»neN
converge uniformement vers xrg(S). La suite (L~ hi)neN converge done vers g
au sens de .9"(~+) et g E .9"(~+) car cet espace est complet.

Montrons pour terminer que f = g presque partout.

Ilf - g IIp,w ~ Ilf - £hi II + II f hi - gil
o p,w 0 p,w

= dp,w(f, An) + II f hi II
n+l P.W

done, d'apres (9):

00
Ilf - g 1121.w ~ dp,w(f, An) + 2 L dp,w(f, Ai)

n

et puisque (dp,w(f, An» ES, Ie second membre tend vers 0 quand n tend vers
l'infini. Done Ilf - g IIp.w = 0, etf = g presque partout.
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