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M. Guillemot-Teissier a caractérisé€ les fonctions C® a décroissance rapide sur
R+ par leur distance dans L2([R*) aux fonctions de Laguerre. Un résultat analogue
est établi ici, en remplagant L2 par des espaces L? avec poids.

INTRODUCTION

On appelle poids sur R+ une function définie sur R+, réelle mesurable et
presque partout strictement positive.

Nous considérons ici, la classe W des poids w qui satisfont les propriétés
suivantes

* W= up.
+ u est une fonction mesurable, périodique, de période T > 0.

+ Il existe un polyndme P non identiquement nul et une constante M
tels que presque partout sur [0, 77 on ait

| P(x)] <u(x) < M. M

v est une function mesurable pour laquelle il existe deux constantes positives
A et B et deux entiers positifs « et 8 tels que, presque partout sur R+,

A(x + 1) < o(x) < B(x + 1)P. )

Pour p =1 on pose L, (R*) = {f]|fwe L?(R*)}, muni de la structure
habituelle d’espace de Banach. La norme de cet espace sera notée: || ||, , ou
I, quand w=1:[f ], = fwll, -

Soit IT, I’espace des polyndémes d’une variable réelle, & coefficients com-
plexes et de degré au plus k.

On pose 4, = {g| g(x) = R(x) e*2, RelIl,}. On a 4, C L,”(R"). Pour
fe L,2(R*) on pose dpu(f, Ax) =infoey | f — &llsw. On note F(RY)
I’espace des fonctions C* a décroissance rapide sur R*, défini de la fagon
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suivante: ¢ € F(R*) si et seulement si, pour tout couple d’entiers positifs
(r, 5), x"p)(x) est borné sur R*. #(R*) est muni de la structure naturelle
d’espace de Fréchet. Soit S I'ensemble des suites 4 décroissance rapide, c’est
a dire ’ensemble des suites (u,) qui vérifient: Pour tout r € N, la suite (n"u,,)
est bornée.

Nous nous proposons, dans cet article, de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 1. Soit we W. Pour tout fe L,P(RY), les deux propriétés
suivantes sont équivalentes:

() fest égale presque partout a une fonction de F(R™);
(ll) (dp,w(fs Ak))keN eS.

FoNCcTIONS DE LAGUERRE

Nous utilisons les fonctions de Laguerre %, définies par:
L (x) = (1/n") e**(d/dx)" (x"e~%).

Pour les propriétés générales de ces fonctions, voir [3]. Le systéme {%,} est
une base orthonormale de L%R+). Rappelons quelques résultats:

x Pour tout (r,s)e N x N, il existe une constante positive C,(r, s)
telle que, pour tout # € N et tout x € R* [2, p. 547):

| XL < Cylr, s)n + 1) 3)

x Sige PRY et si 3, a,%, est son développement en série
de Laguerre, alors, (a,)€ S et, pour tout couple

(r,s)eN X N, 35 a,x"Z(x)
converge vers x"g‘¥(x) dans L=(R+) [2, pp. 546, 548].
* | L) <1, [3,p.162] @

LeMME 1. Pour tout r € N, il existe une constante Cy(r) telle que, pour tout
neN,
| X7 LX), < Co(r)(m -+ 1)r+t/2m)

Démonstration. Puisque [3, p. 100]
xZp(x) = 2n+ 1) Zy(x) — (n + 1) LX) — nZ,4(x)

il suffit de faire la démonstration pour r = 0.
Le lemme 1 de [1] montre que pour tout Rel1,,

+anl/2

+o
[1R@Ierdx <G| | R@)| e dx.

—c0 _anl/?
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Prenant R(x) = xQ(x?), il vient aprés changement de variable: pour tout
Q e Hﬂ 3

f16(2"+1)

[ 1owieerax < c, | QG| e-=* dx

0
donc, d’apres 'inégalité de Schwarz,
| Ll < Cs(n + 112
Il résulte de (4) que
H gn ”]1: < ” gn ”1

ce qui termine la démonstration.

QUELQUES INEGALITES UTILES

LemMme 2. Soit I = [a, b] un intervalle borné. Pour tout Rell, et pour
toutp =1 ona:

I Rlogy < 2(p + DIV? (b — @)% (n + 1P | Ry, -

LemMmE 3 (Inégalité de Markov). Sous les mémes hypothéses que dans le
lemme 2,

H R HL"O(” < 2(b - a)_-l n? ” R ”Lw”) .

Pour les démonstrations de ces deux lemmes, voir [4, p. 236].

LemME 4. Soit I = [a, b] un intervalle borné, pour tout d € I et pour tout
Rell,, on a:

H R H]_°°(1) < 2(b - a)—l (n + 1)2 H(x - d) R(x)”Lw(I) i

Démonstration. Soit T(x) = (x — d) R(x). Pour tout x 1 il existe ce [
tel que T(x) = T(d) -+ (x — d) T'(c); C’est 4 dire R(x) = T"'(c). L’inégalité
résulte alors du lemme 3.

LemME 5. I existe une constante positive Cq telle que pour tout he A, ,
HAllh < Coln + Dl Al .

Ceci résulte immédiatement du lemme 1 de [1].

THEOREME 2. Soitwe W,p = 1,(r,s) e N x N. ll existe deux constantes

positives C, et Cy (qui dépendent de p, r, s, T, A, P, o) telles que pour tout
neN et pour tout he A, , on ait:

IXA |l < Colrn + 1D [ A lp -
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Démonstration. Si h =¥, a;%,, nous avons Yy | a;|2 = [| k| et donc
pour tout i < n, | a;| <|| &|l, . Par suite, d’apres (3)

[ xh o < Colr, $)n + DT Al
et en utilisant I’inégalité de Holder et le lemme 5:
10 L, < Ci(ry 8) C33n + D™ o )
Il suffit donc de prouver le théoréme 2 quant r = s = 0. Notons
h(x) = P(x)e =2 on P,cll,.
Nous allons d’abord estimer 4 sur [0, T]. De (1) et (2) nous tirons:
120, = Coll PPl -
Soit r le degré de P. Appliquons le lemme 2:
| PP o,y < Coolnn + 1+ 1P P Pl sy -
Notons b,,b,,...,b,, les racines de P dans [0, T]:
P(x) = (x — b)) = (x — b)) O(»)

ol @ est un polyndme non nul sur [0, 7). En appliquant s fois le lemme 4, il
vient alors:

I P, oo,y < Cpyn 4+ 7 + DI PPl oo 1,
et par suite puisque s <retp > 1,
Al < Ciln + D201 A1, , - (6)
En particulier il résulte du lemme 3 que:
| PO < Cogll)n -+ D | Bl Y

On peut écrire : P,(x) = P, (0) + xP,(0) + --- + x*U(x). D’apres (6) et (7)
on a facilement:

1Al | X2 U@ 20 1y < Cra(n + 12222 [ A1, L,
et en utilisant le lemme 4:

” h Hp,w : ” U(x)“]_*’(o,r) < C15(n + 1)4a+21‘+2 H h szw
donc:

I llyw - HURK) €22 04 7 < Cogn + D22 LAY, . ®
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Nous allons maintenant estimer h sur [NT, (NT + T)). Il résulte de la
définition de w que pour N > 1:

NT+T 1/p
W [ fNT | Po(x) e=22P(x — NT) A(x + 1)~ dx] .

En utilisant (7) on remarque qu’il existe une constante C,, indépendante de N
telle que pour chaque & < a:

Cig(n + 1DFFR2 R |l 4
NT+T
> [ 1 PROHKY =20 — NT) AGe + 1)=17 ax] "
NT

Alors de I'inégalité de Minkowski, on tire:
(¢ + 1) Cyeln + 12242 || Bl

NT4+T i/
> [ 1% + 1 UGx) e=P(x — NT) 4 |7 dx]
NT

Mais, sur [NT, NT + T}, (N = 1):
A e—m/zxa(x + 1)—a > Ae—(NT+T) /2 T“(T—[— 1)—:1.

Donc,

Cia(n -+ 1222 | h ],

NT+T 1/»
> U | U(X) P(x — NT)j? dx] . e-(NT+T)j2.
NT
Utilisons le lemme 2:
NT+T 1/p
[ 10G) Px — NT)PP dx]
NT

X e WBDRD(p + DI (n = o+ 1 1P/ T
> 1| UG) P — NDllpopur ey * € VT,
Avec les notations déja utilisées pour P:
P(x — NT)=(x— NT — b)) (x —NT — b)) Q(x — NT)
et d’aprés le lemme 4, appliqué s fois,
@IT) (0 — a + r + D¥ | UR) P(x — NT)

= “ U(x)I|L°°(NT,NT+T) : mei[I(},fT] ! Q(X)I

(NT,NT+T)
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En récapitulant les inégalités précédentes, nous obtenons:

| U||L°°(NT,NT+T) < Crg(n + 1)Peseri2st2e@in) | ], eNTHD/2

etcomme s <r,p =1,

” U < C1s(” + 1)2a+4'r+4 ” h Hp.w e(NT+T)/2.

HL°°(NT,NT+T)
Nous avons alors pour N == 1:

| UGx) e/ e < Cygfn + 12+ R ), €72

(NT,NT+T)

et 'on remarquera que la constante C,g est indépendante de N. Donc en
utilisant (8) il vient:

| Ux) e || o gey < Max(Cys , Cr)(n + Dt (| Ay, €T/
et en appliquant (5):
| x2U(x) €72 |, < CrgeT/2n + 1petars i | fl, .
Utilisant de nouveau (7) nous obtenons pour tout k < o
1 XPP0) e [l < Cogln -+ D™ [
et par suite:
2o < Coln + DpettrsiB [ Y,

ce qui acheve la démonstration.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Partie directe.

Soit ¥y a.%, le développement de f en série de Laguerre. D’apres (1) et (2),
w(x) < Cu(x + 1)°
alors, d’aprés le lemme 1:

1 &l < Coo j -+ 1)EHAR,
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Il résulte de I'inégalité de Minkowski que:

< i | a; | Coo(j + 1)8+0/2),

p.w n+41

“f - Z a;%;
0
Puisque (a,) € S un calcul évident montre que:

(dpo(fs A)) €S c.qfd.
Partie reciproque.
Soit f'€ L,*(R*) vérifiant (d,, ,(f; Ax)xen € S. Soit O un polyndme tel que
Ayl fs Ax) = f — Qae {5, . On pose ho(x) = Qy(x) e~*/% et
hi(x) = (Qu(x) — Qsy(x)) e~/

pour i > 1. Il est clair que Y, h; converge dans L,?(R*) vers f.

1A llp,w ST QuX) €727 — flipw0 + ILf — Qica(x) €752 15,

dong,

23 llpsw < 2dp, (S5 Aimr)- ®
D’aprés le théoréme 2, il en résulte que:
IXH o < 2G4+ D% dyul(f; 4.

Mais (d,.(f, 4)))ieny € S, donc: pour tout couple (r,s) € N x N,
(1 x"A$? |l)sen € S. La suite (Xg A:)nen converge donc uniformément sur R+
vers une fonction g et pour tout couple (r, s) € N x N, la suite (Fg x4 en
converge uniformément vers x"g(®. La suite (¥g #;)nen converge donc vers g
au sens de L(R*) et g e L(R*) car cet espace est complet.

Montrons pour terminer que /' = g presque partout.

n

1f = 8low <[ = 2 b

0

n

Zhi—g

0

+

»,w

»,w

w0

> hi

n+1

= dpo(f, 4n) +

»,w

donc, d’aprés (9):

1S = gllpo < dpollfs An) + 23 dy o(fs 42)

et puisque (d,,.(f, 4,)) €S, le second membre tend vers 0 quand » tend vers
Pinfini. Donc || f — gl,... = 0, et f = g presque partout.
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